Institut Polytechnique des Sciences Avancées — Toulouse Année universitaire 2020-2021
Premier semestre Mal12

TD 4

FONCTIONS CIRCULAIRES ET HYPERBOLIQUES
8 heures — Modules 17 et 18

Questions de cours.

1) a) Ona, pour touty € |—1,1],

1
!/
arccos (y) = —
(v) —
et
Y -1 1
arccos' (y) -
T
arccos \
0
b) On a, pour tout y € |—1, 1],
arcsin’(y) !
resin’(y) =
y —
et
Yy -1 1
arcsin’(y) +

™
: 2
arcsin - —

-
¢) On a, pour touty € R,
arctan’(y) = !
V=11
et
Yy —00 +00
arctan’(y) +

SIE]

arctan - —

SJE]

2) a) Lafonction cosh est définie sur R et a pour expression :
e’ +e”

cosh(x) = 5

b) La fonction sinh est définie sur R et a pour expression :

x —T

e —c

sinh(z) = 5
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3)

c) La fonction tanh est définie sur R et a pour expression :

et —e®

tanh(x) = T
et e %

La fonction argsinh, aussi notée sinh ™!, est la bijection réciproque de sinh : R — R.
Soit (z,y) € R x R.On a

1
sinh(z) =y < 5 (ex - e"”) =y
&S -t =2
& e —1=2¢"
& e 2yt —1=0.

En posant u = €”, on obtient
sinh(z) =y < u*—2yu—1=0.

Les solutions de cette équation du second degré sont

ulzy—\/ﬁ et u2:y+\/ﬁ-

Or, 'expression u; est toujours négative : si y est négatif, c’est immédiat, et si y est positif on a bien

<y +1 = yzﬁsx/yul

par croissance de la fonction racine carrée. Ainsi I’équation e* = u; n’a pas de solution et on trouve

donc :
sinh(z) =y & € =y+\/y*’+1 < x:ln<y+\/y2+1)

d’ou I'expression
argsinh(y) = In <y +\/y? + 1> )

La fonction argcosh (parfois notée cosh ™', mais c’est un abus de notation!) est la bijection réciproque
de la restriction cosh : R, — [1, +00].

Soit (z,y) € Ry x [1,+00[. On a
cosh(x) =y L (ex + e’x) =y
2
e’ +e =2
e* 4+ 1 = 2ye”
e* — 2ye” +1 = 0.

(I

En posant u = e”, on obtient
cosh(z) =y < u>—2yu+1=0.

Les solutions de cette équation du second degré sont

up =y —\y: =1 et uy=y-+y>—1
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Or, on peut montrer que u; est strictement inférieur a 1, donc I’équation e* = 1, admet une solution
x = In(u, ) strictement négative, que I’on ne retient pas (puisque par hypothése x € R.). Ainsi

cosh(z) =y & e =y+4/1’—-1 & z=In (y—l—\/yg—l)
d’ou I'expression

argcosh(y) = In (y +4/y? — 1) :

Avec la méme méthode que pour ces deux derniéres questions de cours, on pourrait retrouver I’expression :

1 1
argtanh(y) = 3 In |1i_‘7;| :

Exercice 1

1) A laide des valeurs remarquables de cosinus, sinus et tangente, on trouve :

, ( 1) T V3 T V3 i
arcsin (| —= | = ——, arccos [ — | = = et arctan | — | = —.
2 6 2 6 3 6

2) — A partir de la relation cos® + sin® = 1, on peut retrouver la formule de cours

cos(arcsin x) = \/1 — sin?(arcsinz) = V1 — 22

qui donne en particulier :

cOS (arcsin (2)) = \f

— De la méme maniére, la relation

sin(arccos ) = \/1 — cos?(arccos ) = V1 — x?

(oo (5)) = 5
sin (arccos | = ) | = —.
) )

donne en particulier

— On rappelle la relation :

1 cos’ x + sin’ x 9
5 = 5 =1+tan"x
cos? cos?x
d’ou 'on obtient
9 1 1
cos”(arctan x) =

1+ tan?(arctan ) T 1+

et donc en particulier
—1 3
cos | arctan [ — = —.
(aretan (7)) = 75

3) — On rappelle que cos(2a) = 1 — 2sin? a, d’out

1 1 — cos(x)
in2 —_ = ——
sin (2x> 5 :

92



En reprenant les formules rappelées plus haut, on trouve alors

2 N 2

YA 1 —cos(arcsinz) 1 —+/1— a2
sin ( > :

—arcsin x
2

En particulier, cela nous permet d’obtenir

_ (1 , (1)) 3—2v2
Sln | —arcsin { — = Ee—
2 3 6

— Pour les calculs suivants, il s’agit a nouveau de valeurs remarquables, mais il faut étre vigilant sur
les domaines d’arrivée d’arccos et arcsin :

) . (3m T 97 T
arcsin (sm ()) = —— et arctan (tan ()) = —.
2 2 4 4

Exercice 2

1) Posons f : R* — R la fonction définie par

f(z) = arctan(z) + arctan (i) .

Cette fonction est dérivable sur R*, et pour tout z € R* on a

1 1 1

Ainsi, on en déduit que :

— [ est constante a une valeur ¢; sur U'intervalle |—o0, 0],

— [ est constante a une valeur ¢, sur U'intervalle |0, +o0|.

En évaluant f en 2 = 1 ouen z = /3, ou encore en prenant sa limite quand x tend vers 400, on trouve

T
Cy — —.
2
De méme, en évaluant f en x = —1 ou en x = —+/3, ou en prenant sa limite en —oo, ou méme encore
en remarquant que f est impaire, on trouve
s
Cl = ——.
2

Ceci nous permet d’affirmer que pour tout z € R*,

T
1 J—
f(x) = arctan x + arctan (a:) —J2 .

2) Posons f :]—1, +oo[— R définie par

r—1
z+1

) — arctan z.

f(z) = arctan (
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Sur |—1, +o¢], la fonction rationnelle = +— i—ﬁ est définie, continue et dérivable, a valeurs dans R ou

arctan est dérivable. Par composée et somme, on en déduit que f est dérivable. Pour tout = €]—1, 00|

e @) —(@-1 1 o
@) = (x +1)2 | x—1 2_1+x2_0
+($+1)

Ceci nous permet d’affirmer que f est constante & une valeur ¢ sur I'intervalle |—1, +00[. Pour trouver
c on peut, par exemple, évaluer f en z = 0. On trouve alors :

Ve > —1, f(x) = f(0) = arctan —1 — arctan 0 = —g,

ce qui revient bien a

z—1 T
arctan ( ) = —— + arctan x.
x+1 4

3) Posons f :]—1,1[— R définie par
f(x) = arcsin z + arccos .

La fonction f est dérivable sur |—1, 1], et pour tout z €]—1,1[ on a:

, | 1
f@ ===

On en déduit alors que la fonction f est constante a une valeur ¢ sur |—1, 1. Pour trouver ¢, on peut
évaluer en n’importe quelle valeur remarquable = €]—1, 1]. Par exemple pour x = 0, on trouve

=0.

) T
¢ = arcsin 0 + arccos 0 = 5

d’ou I’égalité demandée.

Remarque : la fonction f était méme définie et continue sur [—1,1] (mais pas dérivable en v = —1 et
x = 1). Par continuité, on peut donc en déduire que f est constante sur [—1, 1], et donc étendre I’égalité
demandée a cet intervalle.

Exercice 3

1) Par composée de limites, on trouve

z—0— z—0t 2

) 1 s . 1 T
lim arctan (> = —— et lim arctan <> = —.
T 2 T

Ceci nous donne alors

. T . T
xli%l_f(x)—()x (—2) =0 et xli%lJrf(:c)—Oxi—O.
Ainsi, la limite lig(l) f(x) existe, et de plus elle est bien égale a f(0) qui vaut 0. La fonction f est donc
continue en x = 0.

2) Il faut maintenant étudier les limites a gauche et a droite du taux d’accroissement

CES U WELY

= —arctan
xz—0 T
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Ces deux limites existent bien, plus précisément on a :

fo(0) = lim 7(z) = 71r X (—W> _ L et f7(0) = lim 7(z) =

z—0~ 2 2 z—0t

3| =

T
X — = —.
2 2

3) Comme ses limites a gauche et droite sont différentes, la limite en zéro du taux d’accroissement 7(z)
n’existe pas, et donc f n’est pas dérivable en zéro.

Exercice 4

1) On rappelle que la fonction arcsin est définie sur [—1,1]. Ainsi, f; est définie pour tout = vérifiant
I'inégalité :

2e* — 3
Ep): —1< <
(1) e +1

Résolvons cette inégalité. On trouve :

(B) <= —(e"+1)<2"—3 et 2" —3<e"+1 (care®+1>0)
<= 2 < 3e” et et <4
= In (%) <z et z < In(4) (car In strictement croissante)

d’ou finalement f; est définie sur I'intervalle / = [In 2, In4].
Rappelons aussi que arcsin est dérivable sur |—1, 1], donc f; est dérivable en tout point x tel que

2e* — 3

< < 1.
et + 1

Sans refaire les calculs, on trouve donc que f; est dérivable sur |In %, In 4[. Déterminons maintenant
I'expression de sa dérivée :

2+ 5e” o 1
(er +1) \/1 2¢* —3\%
B ( e +1 )
Ici on se contente de cette expression non-simplifiée, car cela suffit pour déterminer que le signe de
f1(z) est le méme que celui de 2 + 5e” (qui est toujours strictement positif sur I'intervalle ).

filz) =

11 suffit donc maintenant de calculer les valeurs au bord de I, a savoir

fi(ln %) = arcsin —1 = —g et fi(In4) =arcsinl = g

pour obtenir le tableau de variations ci-dessous.

T In 2 In4

1(7) +

\

h

S

On laisse au lecteur le soin de tracer la représentation graphique correspondante.
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2) De la méme maniére, f, est définie en tout point = vérifiant I'inégalité :

96

2x
Ey): —1< <
(E2) S 1422

(et dérivable en tout point = vérifiant 'inégalité stricte correspondante). La résolution de cette équation
donne
(By) <= —(1+2) <2z et 20<1+22 (carl+2?>0)

< 0<1+2x+2% et 0<1—22+2?
= <(1+4+x)* e 0<(1—x)?
d’ou finalement f; est définie sur R, et dérivable sur R\ {—1,1}. Pour tout x € R\ {—1,1},

2(1 — 2?) -1

T

La encore, on ne cherche pas a simplifier cette expression car on peut déja observer que son signe est
I'opposé de celui de (1 — 2?) = (1 — z)(1 + z).

fo(x) =

Pour obtenir le tableau de variations complet de fs, il ne nous reste qu’a calculer ses valeurs remar-
quables :
fo(=1) =arccos—1 =7 et fa(1) = arccos 1 =0

ainsi que ses limites :

. ™ . m
im f(x) = arccos0 = B et mll)r&o f(x) = arccos0 = 5
x —00 —1 1 +0o0
f'(z) + - +
7T

bl 3

/g

0

A titre informatif (ce n’était pas demandé, mais cela permet de préciser un peu le tracé), on peut aussi
calculer :

—1
f2(0) = arccos0 = g et f5(0) =2 x ﬁ —_—

On obtient finalement la courbe représentative suivante :




Exercice 5

On simplifie les expressions données en utilisant le fait que exp et In sont bijections réciproques 'une de
I’autre, d’ou en particulier :

Vo e RY, en? = g,

On rappelle aussi que ¢ = (¢?)~! et que —Inz = In(z™'), I'une ou I'autre de ces formules (au choix)

permettant de trouver :
(i (L V5 1
cosh ( In =
2 2

1+\/5+ 2 V5
2 1+v5) 2
et
, 1++5 1/1+V5 2 1
sinh [ In = _ _ _ =
2 2 2 1++V5 2
Exercice 6

1) En utilisant les mémes propriétés que dans I’exercice précédent, on trouve pour tout z > 0,

cosh(Inz) +sinh(lnz) 1 ((x " 1) X (m _ 1)) = 1.

T 2 T

2) Soit x € R. Alors:

2coshz + 3sinhz =1 <= (ex—l—e’”)—l—g(ew—e””):l
& 5" —e " =2
— 5ex—2—€1x:0
> 5(e")’ —2e"+1=0

On reconnait une équation du second degré d’inconnue X = e*. Ses solutions sont :

1— 1

Or, X est négatif donc I’équation e” = X; n’a pas de solution, d’ou finalement :

1+2\/5>'

X

2coshx +3sinhz =1 <= €' =X, < len(

3) Comme

lim coshz = 400 et lim In(y) = +o0,
r——+00 Yy——+00

on trouve par composée lir}rl In(cosh &) = 400 ce qui conduit en premier lieu a une forme indéterminée
T—>+00

dans le calcul de la limite demandée. On va donc essayer d’isoler le terme qui dicte le comportement quand

x — 400 dans l’expression :
In(coshz) = In <€+2€) .

On soupconne ici le terme e*, d’ou les calculs qui suivent.

Pourtoutz € R,ona:

x —x 1 —2x 1 —2x
In(coshz) = In (e—;e> =1In (ex (—{_26>> —lne® +1n <+26>
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1 —2z 1 —2z
In(coshz) —z = <£B +1In <+2€>> —z=1In <+26> .

. 1
xgr&o In(coshz) —z =In <2> =—1In2.

On en déduit que :

Exercice 7

1) La relation demandée est cosh? z — sinh? x = 1, elle se démontre par un calcul direct :

T —z\ 2 T —z\ 2 2x 0 —2x 2z 0 —2x
e’ +e e’ +e e 42" +e et —2e” +e 4
h2 _— 1 h2 pr— —_— _— p— _— = — = 1.
cosnh simn- x < 5 > ( 5 ) 1 1 1

2) La fonction sinh est définie (resp. continue et dérivable) sur R, a valeurs dans R ou arctan est définie
(resp. continue et dérivable), donc par composée de fonctions, f est définie (resp. continue et dérivable)
sur R.

D’une part, la fonction sinh est définie (resp. continue et dérivable sur R). D’autre part, la fonction cosh
est continue (resp. continue et dérivable) et strictement positive sur R, il en est donc de méme pour
x — 1 + cosh z. Par quotient, on en déduit que la fonction

sinh z

T —
1+ coshzx

est définie (resp. continue et dérivable) sur R. De plus, cette fonction prend ses valeurs dans R ou arctan

est définie (resp. continue et dérivable) donc par composée la fonction g est définie (resp. continue et
dérivable) sur R.

3) La dérivabilité de f sur R a été justifiée dans la question précédente. Pour tout z € R, on a :

f/@)*}XCOthx#i}X coshz 1
2 1+sinh?2 2 cosh?z 2coshz

(en utilisant la relation cosh® z — sinh?® = 1 rappelée dans la question 1).

4) La dérivabilité de la fonction g sur R a été justifiée dans la question 2. Soit x € R. D’une part, on a

sinhz ' _ coshz(1 + coshz) — sinh®z coshz + 1
B (1 + cosh x)? (1 + coshx)?

1+ coshzx -

D’autre part, toujours en utilisant la relation sinh? z = cosh® z — 1,

- sinh x 1 (1 + coshx)? (1 + cosh x)?
arctan = = — ]
1+ coshz 1+ ( sinhz >2 (1 + coshz)? +sinh?z  2coshz(1 + cosh x)
1+coshx

De 14, on obtient :

. ! .
() = sinh o arctan’ sinh x _ 1
g 1+ coshx 1+ coshx 2coshz’

5) Posons la fonction h = g — f, qui est dérivable sur R puisque f et g le sont. Pour tout z € R,on a:

W(x) = g'(a) - fa) =0
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puisqu’on a trouvé la méme expression pour f'(x) et ¢’(x). Ceci garantit que la fonction & est constante
a une valeur c sur l'intervalle R. Pour trouver la valeur de ¢, on peut par exemple évaluer la fonction A
en z = 0. On trouve :

1
c=g(0)— f(0) = 5 arctan(0) — arctan(0) = 0.
Finalement, on trouve que la fonction % est nulle, c’est-a-dire que f = g.

Remarque : le raisonnement ci-dessus nous montre que lorsque f' = ¢, cela ne garantit pas que les fonctions

f et g sont égales, mais seulement que leur différence g — f est constante sur chaque intervalle ou elle est
définie.

6) a) En utilisant convenablement les propriétés de ’exponentielle et du logarithme, on trouve :

cosh (Smn3) = 1 (etmr g mtma) = (g 5oty = L (m ! ) _ 2

1
2
Avec un raisonnement analogue, on obtient
1 1 1 1
sinh(lnB): V3——| = :
> 2 ( \/§> V3

b) Avec les calculs précédents, on trouve d’une part

1 1 1 1 =« T
f(ln3)=arctan — | ==x==—,
2 2 V3] 276 12

1
1 1
—1In 3) = arctan V3 = arctan .
g (2 (1 +Z V312

Comme les fonctions f et g sont égales, on en déduit que

et d’autre part

s ¢ 1
— — arctan
12 V342

ce qui revient a affirmer que
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